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Instationdre starke Stof3fronten

Von K. HAIx und S.v. HOERNER
Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 9a, 993—1004 [1954]; eingegangen am 31. Juli 1954)

Betrachtet wird der Fall der starken, ebenen, instationiren StoBfront, die in ein ruhen-
des Gebiet konstanter Dichte hineinlduft. Nach der Charakteristiken-Methode wird ein
Rechenverfahren angegeben fir die zeitliche Entwicklung einer beliebig vorgegebenen An-
fangsverteilung von Geschwindigkeit, Dichte und Druck hinter der Front. — Einige Bei-
spiele wurden gerechnet. Die Untersuchung des zeitlichen Verlaufes der Front sowie eine
Analyse der Verteilung hinter der Front zu festen Zeiten ergaben: Alle Anfangsvertei-
lungen mit endlichem Impulsnachschub, so verschieden sie auch sonst gewiahlt waren,
glichen sich mit wachsender Zeit ein und derselben v. Weizsackerschen Homologie-Lisung
an, mit dem Homologie-Parameter k= 0,29 + 0,01. — Das gleiche Verhalten zeigten auch
Homologie-Losungen mit anderem k, die in der Nahe der Singularitit abgebrochen und
heterolog fortgesetzt waren. — Die sich einspielende Verteilung zeigt einen glatten Ver-
lauf mit linearem Abfall der Geschwindigkeit iiber einen weiten raumlichen Bereich, im
Gegensatz zur Singularitdat der Homologie-Losungen.

Im Anschluf3 hieran wurden die Homologie-Gleichungen erneut diskutiert. Hifele
fand eine singulire Losung der Gleichungen, die im ganzen Bereich regular bleibt und
die praktisch identisch ist mit der sich stets einspielenden Verteilung.

L. Einleitung und Fragestellung wobei der jeweilige Ort der Front durch Integra-

n der Astrophysik taucht seit einiger Zeit die tion einer weiteren Gleichung

Frage auf, ob sich die Bewegungsverhiltnisse — x+1
des interstellaren Gases wegen der allgemein hohen 2
Machschen Zahlen mit dem Begriff der StoBfron- zu berechnen ist. (o Dichte, v Gasgeschwindigkeit,

u (3)

ten besser beschreiben liefen als mit dem bisher
oft verwandten Begriff der Turbulenzelemente. —
v. Weizsdcker setzte als Ziel, eine allgemeine
statistische Beschreibung zu erhalten von einer
Gesamtheit durcheinander laufender StoBfronten
verschiedener Stirke und Ausdehnung. Als erster
Schritt dorthin soll die zeitliche Entwicklung einer
starken, ebenen StoBfront untersucht werden, die
in ein ruhendes Gas konstanter Dichte lauft.

Die Aufgabe ist also, Losungen der Eulerschen
Gleichungen

i % 24 ou
(Kontinuitét) Tt tem = 0, (la)
u u 1 op
(Impuls) 3—t+u%+?a:0, (1Db)
0 17
(Energie) 0 (a—f 2. ud—i) (le)

dp do\
—xP\ T %) =0
zu erhalten, die den an der Front fiir starken Stof3
geltenden Randbedingungen! geniigen:

%+ 1
e= x—1 0o (234)
v—1 : an der Front,
p=—p—0u’ (2b)

p Druck, g, Dichte vor der Front, » Geschwindig-
keit der Front, » Verhédltnis der spez. Warmen.)

Das System (1) der drei partiellen Differential-
gleichungen ist totalhyperbolisch, d. h. es existie-
ren drei reelle Charakteristiken. Da der Rand
(=Front) von einer Charakteristik des riickwér-
tigen Gebietes noch erreicht wird, verbleiben nur
zwei Freiheitsgrade fiir die zwei Randbedingungen
(2). — Die Schwierigkeit der Aufgabe besteht nun
darin, daBl erstens die Gleichungen nicht linear
sind und dal zweitens der Rand nicht festliegt,
sondern zusammen mit der Losung sich aus (3)
erst ergibt.

Durch die Gl. (1) bis (3) ist noch keine Losung
festgelegt. Dies kann im wesentlichen auf zwei
Arten geschehen:

1. Aussondern einer speziellen Losungsklasse,
indem man fordert, da} eine Losung zu verschie-
denen Zeiten eine dhnliche rdumliche Verteilung
besitzt, d. h. daB ihr Typ sich zeitlich nicht andert.
Fiir diese Losungen gelten dann gewéhnliche Dif-
ferentialgleichungen. Die so erhaltenen Homologie-
Lésungen wurden durch v. Weizsédcker! unter-

1C. F. v. Weizsidcker, Z. Naturforschg. 9a, 269
[1954].

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift fir Naturforschung
@ @ @ in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Férderung der
BY ND Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veréffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift
fir Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs
3.0 Germany License.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der
Creative Commons Lizenzbedingung ,Keine Bearbeitung*) beabsichtigt,
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukiinftiger wissenschaftlicher
Nutzungsformen zu erméglichen.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is
to allow reuse in the area of future scientific usage.



994

sucht. Es zeigte sich, daf iiber einen Homologie-
Parameter £ noch frei verfiigt werden kann. Wei-
terhin schienen alle diese Losungen bei endlichem
z in einer Singularitit zu enden, die entweder in
einer Umkehrkante besteht oder in einer Stelle
unendlicher Temperatur. Diese Singularitédten wer-
den von Héafele? behandelt. Eine weitere Arbeit
von Meyer? soll auf die Stabilitit in der Um-
gebung von Homologie-Lisungen eingehen.

2. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die zeit-
liche Entwicklung zu berechnen bei beliebig vor-
gegebener Anfangsverteilung von Geschwindig-
keit, Dichte und Druck im Gebiet hinter der
Front. — Abschnitt II und III bringen das be-
nutzte Charakteristiken-Verfahren, Abschnitt IV
die Methoden der Auswertung und Abschnitt V
die Ergebnisse.

Untersucht werden soll die Frage, ob und wann
beliebig vorgegebene Verteilungen sich mit wach-
sender Zeit Homologie-Lésungen annihern, wenn
ja, welcher Wert von £ sich dabei ergibt. Weiterhin
werden als Ausgangsverteilungen Homologie-Lo-
sungen benutzt, die vor der Singularitit stetig,
aber nicht mehr homolog fortgesetzt wurden, so-
wie eine Homologie-Losung mit einer dicht hinter
der Front aufaddierten Stérung?.

II. Allgemeines Integrationsverfahren fiir totalhyper-
bolische Differentialgleichungssysteme mit Hilfe von
Charakteristiken (Charakteristikenverfahren)

Wir stellen uns zur Aufgabe, das Differential-
gleichungssystem zweier unabhéngiger Variabler
z und ¢

a?” uy + 0wt + b1 =0 (i,r=1,...,n) (4)5
von n linear unabhéngigen Differentialgleichungen
1. Ordnung in den % unabhingigen Variablen «? zu
integrieren. Die a?”, b*”, b? seien stetige Funktionen
von z, ¢ und u?.

Die Koeffizienten a®”, b?” lassen sich nun so trans-
formieren, daf3 die transformierten Matrizen (4%”),

(B?) gewohnliche Vielfache voneinander werden:
A? = CB.

Um das homogene Gleichungssystem, das sich fiir
die Koeffizienten der Transformationsmatrix er-

2W. Hafele, Z. Naturforschg., in Vorbereitung.

3 F. Meyer, Z. Naturforschg., in Vorbereitung.

4 Die Rechnungen wurden durchgefiihrt mit der
elektronischen Rechenmaschine (G 1) des Institutes;
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gibt, auflésen zu kénnen, mull ' der Sikularglei-
chung

| 4% — CB™ | =0 (5)
oder auch

| @ — Cb | =0 (5a)

geniigen.
Gl. (4) nimmt dann die Form an
AY (u) 4+ Cu?) + Bi = 0.

Die C1, ..., C" sind die n Wurzeln der Sikular-
gleichung.

Wie man aus der obigen Gleichung ersieht, sind
die ¥ die Richtungen, in denen die Variablen w®
in der j-ten Gleichung differenziert auftreten.
Diese Richtungen C7 heilen die charakteristischen
Richtungen, und die Gleichungen

i (f) = jt Cidt (6)
to

bestimmen diese Charakteristiken.

Wir nennen das Differentialgleichungssystem
dann totalhyperbolisch, wenn alle Wurzeln der
Sakulargleichung reell sind, d. h. alle Charakte-
ristiken reelle Kurven in der z, ¢ Ebene sind. Auf
diesen Fall wollen wir uns beschrianken.

Die Bedeutung der Charakteristiken liegt erstens
darin, da3 die Losung im Punkt P nur von einem Be-
reich abhangig ist, der innerhalb der von P ausgehen-
den Charakteristikenschar liegt. Das Anfangswert-
problem ist dann eindeutig bestimmt, wenn ldngs
einer raumartigen Kurve y(x,?), die alle von P aus-
gehenden riickwirtigen Charakteristiken schneidet
und mit keiner eine gemeinsame Tangente hat, die
Funktionswerte an den Schnittpunkten der Charak-
teristiken vorgegeben sind.

Die zweite wichtige Eigenschaft der Charakteristi-
ken ist, daB es auf jeder Charakteristik 2’/ eine In-
variante o’ geben muB, die auf 2/ konstant bleibt; wir
konnen namlich das Differentialgleichungssystem in
der Form schreiben

A" uni - Bity; = 0 lings C'
oder, wenn wir die Differenzen lings C’ mit d’ bezeich-

nen, ‘
diat = AW diyv + Bidit = 0 langs C°. (7)

Es gibt aber noch einen allgemeineren Typus von Kur-
ven, sog. Randkurven, bei denen nicht mehr n Funk-
tionswerte, sondern nur noch n — 4 durch Angabe der
Funktionswerte oder durch Randbedingungen festge-
legt sind. Damit die Losung eindeutig bestimmt ist,
muf3 diese Kurve noch von /. Charakteristiken ge-

die Verf. danken Herrn Prof. Biermann fiir die Mog-
lichkeit ihrer Benutzung.

5 Uber zweimal vorkommende Indizes ist zu sum-
mieren.
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schnitten werden. Die Anfangskurve ist ein Spezial-
fall mit A=0. Hingt auBerdem die Randkurve selber
wieder von den Funktionswerten ab, so wird auch ihre
Form erst durch die Losung selber festgelegt®.

Zur Losung des Anfangswertproblems wollen
wir die ganze z, t-Ebene mit einem Netz zweier
Charakteristikenscharen iiberziehen. Die beiden
Charakteristiken C+ und C~ seien so gewihlt, daB
alle iibrigen innerhalb des von ihnen gebildeten
Winkelbereichs liegen. (Diese Eigenschaft hingt
nicht von der Losung ab!)

Abb. 1.

Die numerische Integration selber soll in zweiter
Ordnung durchgefithrt werden. Um dies zu er-
reichen, hat man nur alle Werte, die auf einer Kurve
zwischen zwei Punkten P, und P, gelten, durch
den Mittelwert ihrer Werte an diesen Punkten zu
ersetzen. Dies liuft darauf hinaus, dal man die
Kurven zwischen den zur Integration benutzten
Punkten durch Parabeln zweiter Ordnung und
die lings der Kurve auftretenden Integrale

[flu(x,t); 2, t]ds
%[f (P) + f (Py)] 4s

ersetzt, was einer Formel zweiter Ordnung gleich-
kommt.

Wenn wir uns nun die ganze Ebene mit einem
Netz der C+ und C--Charakteristiken iiberzogen
denken, geniigt zur Losung des Anfangswert-
problems die wiederholte Losung der folgenden
Aufgabe. Es seien die Funktionswerte «? in den
beiden Punkten P+ und P- gegeben und die Lage

durch

6 Nach Courant-Hilbert, Meth. der math. Phys.,
Bd. I11, 148t sich auch jede hyperbolische Differential-
gleichung 2. Ordnung auf zwei D. Gln. 1. Ordnung zu-
rickfiithren, die den angegebenen Typus einer total-
hyperbolischen D. G. mit zwei Charakteristiken haben.
Daher 148t sich die hier angegebene Methode auch fiir
diesen Fall verwenden. Sie wurde von Herrn Pisula
hier im Institut zur Integration der nichtlinearen Me-
sonenwellengleichung
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der beiden Punkte. Gesucht sind die Funktionswerte

“in P und die Lage von P, wobei P der Schnitt-

punkt der von P+ ausgehenden C+-Charakteristik
und der von P~ ausgehenden C—-Charakteristik ist.
(S. Abb. 2.)

Die weitere Rechnung erweist sich als besonders
einfach, wenn wir zur Bestimmung der Funktions-
werte in P neben den beiden Punkten P+ und P-
noch einen weiteren Punkt P° heranziehen (aufler
im Fall von nur zwei unabhéngigen Variablen, den
wir hier ausschlieBen wollen). Dabei wiahlen wir
als P° den Schnittpunkt der von P+ und P- aus-
gehenden riickwirtigen duleren Charakteristiken.
(S. Abb. 2.) Die Funktionswerte in den Punkten
Pi; den Schnittpunkten der (’-Charakteristiken
mit der C+-bzw. C—-Charakteristik, bestimmen wir
durch lineare Interpolation zwischen den betref-
fenden Punkten.

Abb. 2.

Die erste Naherung fiir die Koordinaten des
Punktes P, die sich sofort zu

A = pte + pz,
At = prt+ pt (8)

ergeben —die Differenzenbezeichnung ist der Abb.2
zu entnehmen —, soll dazu dienen, das Verhiltnis
der Abstande
) Po pi

n:i: = o pz > (9)
das zur Interpolation gebraucht wird, zu bestim-
men. Mit Gl. (8) ergibt sich Gl. (10)7, wobei die
C. und C_ die gemittelten Richtungen der be-
treffenden Charakteristiken sind:

OptglL — s/ L + w/L = 0

mit L2 =1+ u® + uz? — ug?

verwandt.

7 Falls die Werte Pt, P—, P° auf einer Linie {= const
(am Beginn einer Rechnung) liegen, so ergibt sich
O — Ci _ pE

C+z—CT pra )|’

nt =1
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. pti Ct—Cf
"=t =
also it =it pE, (10)

Dabei soll 77> 0 sein, d. h. es soll wirklich inter-
poliert werden. Es geniigt #/* in erster Ndherung
zu berechnen, da eine Anderung zweiter Ordnung
in den Koeffizienten 4" ebenfalls eine Anderung
zweiter Ordnung hervorrufen wiirde, die uns hier
nicht mehr interessiert. Mit der Differenzbeziehung

di=4—yp (11)

ergibt sich nach Auflésung nach den Differenzen Au?
Al = (A7) [A*Y p wt + B ). (12)

Die Mittelwerte in den Koeffizienten 4? und B?”

erhilt man in ausreichender erster Naherung, in-
dem man annimmt, daf3

uy (P) = (P) + (p* + p)u  (12a)

gilt. Die Koordinaten von P ergeben sich dann in
2. Néherung zu

pte —Coptt— (e —C_pt)

At = o ,

(13)

Az =—

Als Beispiel fiir einen freien Rand untersuchen
wir den Fall, dafl die Randkurve von einer Charak-
teristik geschnitten wird — dies kann natiirlich nur
die C+- (bzw. C—-)Charakteristik sein. Ferner sei
die Richtung der Randkurve

do/dt = v [W (2, t); z,t].
In diesem einfachen Fall kénnen wir die Richtung
der Randkurve v(x,t) selber als freien Parameter
wiéhlen. Da wir »—1 Randbedingungen und eine

Gleichung zur Festlegung von v haben, kénnen
wir diese ganze Gleichung in der Form

AwijAdv=f (j=1,2,...,n) (14)
schreiben — die Differenzbezeichnung ist der Abb.3
zu entnehmen —. Wir erhalten dann aus GI. (14)
und der GI. fiir die C+-Charakteristik sofort
Avt Fr+ul’ + Bt dt+t

Avt f+
Die in Gl. (15) auftretenden Mittelwerte sind am
besten durch Iteration zu bestimmen. Ferner wird

Av = (15)

8 L. Collatz, Numerische Behandlung von Diff. Gl.,
Berlin (1951).

9 P. Hyman, On the Numerical Solution of Partial
Differential Equations, Dissertation Delft 1952.
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e —Cyptt
=50
Ax = v At. (16)

d+*t (evt. auch Az, At) in Gl. (15) ist zunichst
niherungsweise so zu bestimmen, dal man in
Gl. (16) v und C; an den Stellen P° bzw, P+ ein-
setzt und dann anschlieBend iteriert.

{c

Abb. 3.

III. Anwendung auf die Gasdynamiks.®-10

Zur Berechnung der StoB8wellen gehen wir von
den Eulerschen Gleichungen aus, da wir die
Wirmeleitung und die Reibung vernachlissigen.
R. Becker!! hat gezeigt, dall die Breite einer
StoBfront von der Gréfenordnung von 2—3 freien
Weglingen ist, daher ist es erlaubt, die Eulerschen
Gleichungen bis an die Front zu benutzen und an
der Front selber Sprungbedingungen anzugeben.
Dabei hat man die sehr steilen Gradienten in dem
betrachteten Bereich in der Gréfenordnung von
2—3 freien Weglédngen durch Spriinge ersetzt.

Nehmen wir an, daBl es sich um ideale Gase
handelt, so gilt die Zustandsgleichung

et = po~*, % = cp/cy, s = S/ey, 17

mit p = Druck, p = Dichte und § = Entropie.
Die Schallgeschwindigkeit a fithren wir durch die
Gleichung
G
a? — 22

do )s = const
ein. Es ist

a® = % plo (17a)

bei idealen Gasen. Da sich die Charakteristiken in
besonders einfacher Weise in % und @ ausdriicken
und die Entropie s lings Teilchenbahnen konstant
bleibt, ist es zweckmiBig, diese Variablen einzu-
fihren.

10 Die Verfasser danken Herrn E. A. Miiller vom
Max-Planck-Institut fiir Stromungsforschung fiir wert-
volle Hinweise.

11 R. Becker, Z. Phys. 8, 321 [1922].
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Die Eulerschen Gln. (1) ergeben sich unter Be-
nutzung von (17) zu

a?
%(x—1) ==

2
Uy + U, + ~

— 0, (18)

aa, —

2
— (us + uay) + au, =0,
S+ us, =0.
Die zugehorige Siakulargleichung (5a) hat die Wur-

zeln

Ct=u+a, C°=u. (19)

Damit ergeben sich die bekannten Hodographen-
gleichungen

2 a
Vockizh (ﬁ Tt —7(;——1)%) =1

S0 = O,

(20)

at, a— sind die Riemannschen Invarianten, die
lings den C+- bzw. C—-Charakteristiken konstant
bleiben, a®=s ist die Entropie, die sich langs der
Teilchenbahnen nicht dndert.

Das Gleichungssystem lautet in differentieller
Form

2
d:ta:t:d:!:uj:l d*a—

w1 s

a
% (x—1)

=0 laings C =u+a;
d® a® =d%s (21)
=0 laings C° = u.
As bestimmt sich sofort zu
As = n* pts. (22)
Dabei ergibt sich noch sehr einfach
fo—1—T2 23
s=1— —% (23)
Setzen wir
: | =
r¥=p*u i[x—l rta
—mai (ViS—AS)}, (24)

so folgt durch Auflésung des Gleichungssystems
gemial Gl. (11)

Auw="1/, (r*+7r°), da= b (r+—r-). (25)
Wir ersetzen die Mittelwerte a . durch
o, =a* +1), p*a (26)

und erhalten die zweite Naherung. Die Koordina-
ten berechnen wir dann nach GIl. (13).

Bei starken StoBwellen!, d.h. bei solchen, bei
denen die Temperatur vor der StoBfront vernach-
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lassigbar klein ist, lauten die Randbedingungen
fiir in ein ruhendes Medium hereinlaufende Sto83-

wellen
2 (% —1)
u—%+11}, a—l/ 2 u,
%+ 1
e=~—"7 0 §>8,.

Bei den exakten Frontbedingungen geht immer
noch das Quadrat der Machschen Zahl, d. h. das Ver-
hialtnis der Schallgeschwindigkeit vor der Front zur
Frontgeschwindigkeit ein, dies bedeutet, dafl die For-
mel oben bei verhiltnismaBig kleinen Machschen Zah-
len, etwa ab 5, schon mit hinreichender Genauigkeit
fir unsere Rechnungen gilt.

In der Form der GIl. (14) geschrieben lauten die

Randbedingungen
2

Au = —Ti Av,
2 % (x—1)
A =y l/ 5—4dv,
As = 2 Av)v. (27)
Nach GIl. (17) wird daraus
2 1
A*u + pta — ——a, pts
A = x—1 x(x—1) .(28)

2 2 2% 2 ay
x+1 + %+ 1 x—1  x(x—1) v
In dieser Gleichung sind fiir @, und v die betreffen-
den Mittelwerte einzusetzen. Es wird nun aber

50 1 ata
ay e\l + 3 oF at+a®
v Av 290
L

Dies ist aber unabhéangig von dem Wert in P, d. h.
es ist nur der Wert von @ im Zahler zu beriicksich-
tigen. Setzen wir

1
A= ”J; (29)
V+u + - [7+a _—1_ (at + a®) l7+3
x—1 2% (x— 1)

2%
Lo l/x—l

so wird wegen der Randbedingung fiir a

1 1
%1 sz(x—l) V+8)‘ (30)

Wir geben uns die Anfangswerte u, a, s fiir {=0 vor
und berechnen dann die Entwicklung dieser Gaswolke
in der Zeit. Die Rechnung erfolgt dann wie in Teil 1I
angegeben. Die numerische Integration wurde, um
den Frontverlauf moglichst weit in der Zeit verfolgen
zu konnen, lings der u + a Charakteristiken durchge-

%+ 1 at+ a ’
T 2% (x—1) 0

Av = on(l—
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fihrt. Um den Abstand der u—a ungefiahr gleich dem
Abstand der v + a Charakteristiken zu machen, wurde
an der Front fir jede u+ a Charakteristik zunichst
von einem in der Mitte liegenden Punkt (z. B. zwi-
schen P;; und P,;) ein sog. Zwischenfrontpunkt (P,”)
berechnet und von diesem eine neue u— a Charak-
teristik ausgehen lassen. Danach wurde schlieflich der
endgiiltige Frontpunkt (24) bestimmt.

Die Abgriffe, d. h. die Abstéinde der Charakteristi-
ken auf der z-Achse fir =0, wurden automatisch so
geregelt, da} die Entropiedifferenz an der Front von
Charakteristik zu Charakteristik einen gewissen Be-
trag nicht iiberstieg. Dadurch wurde das tiiberméaBige
Auseinanderlaufen der Charakteristiken verhindert.

Da uns die Verteilungen fir konstante Zeit interes-
sieren, wurde ferner ein Interpolationsschema fiir kon-
stante Zeiten eingebaut. Es werden dabei immer zwi-
schen den Punkten P und P° die Funktionswerte u, a, s
linear interpoliert, falls die Interpolationszeit zwischen
diesen Punkten liegt.

Eine Fehlerabschitzung 1a6t sich leider nicht
leicht angeben. Es wurde daher versucht, den Feh-
ler dadurch abzuschitzen, da man einmal mit
doppelter Schrittweite (doppeltem Abgriff) inte-
griert. Diese Probe wurde an einem Beispiel ge-
macht, das bei normalem Abgriff schon hart an
der Grenze lag und bei doppelter Schrittweite
schlecht stimmen sollte. Der Fehler lag dennoch
bei etwa 0,59,, wihrend der Interpolationsfehler
diesen Fehler schon iiberstieg. Dies bedeutet, daf3
bei unseren normalen Rechnungen der Fehler
sicher nicht 19, iibersteigt.

IV. Untersuchung auf Homologie

Wir wollen hier numerisch nachpriifen, ob die
von uns durch Integration der partiellen Differen-
tialgleichungen gefundenen Lésungen fiir ver-
schiedene Anfangsverteilungen einer Homologie-
Losung mit einem bestimmten Parameter k£ dhn-
lich sind.

Wir machen den Homologie-Ansatz, wie von
v.Weizsicker! vorgeschlagen, in der Form
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§=(z—m) (t— to)k_l >
w= (t—t) 7 (&),
a=(t—t) "y (),
s=—2kIn(t—1t) + o (§).
Wir setzen dies in Gl. (21) ein, die wir hier in der
Form
(w £ a) ot + af =0, uag + a0 = (32)
schreiben, wobei unter a, a0 bzw. aF, a0
2 a
ot =u, + { T % =) sz},agz as,
(32a)
zu verstehen ist (entsprechend fiir die Ableitungen
nach #). Bezeichnen wir ferner die homologen In-
varianten mit 4+ bzw.A4°, so erhalten wir aus Gl.(32)

a4+ P+ 2y

aE Tt k—DEtezry’

d4° 2y )
ag zk(k—nsw' (33)

Die Ableitungen d/d¢ sind entsprechend Gl. (32a)
geschrieben, also keine exakten Differentialquo-
tienten. Setzen wir die urspriinglichen Werte u, a
und s darin ein, so erhalten wir fiir { = const

" k u+ 2alx
o =
z t—1, xr — x, 2
(k—1)——+u+a
t—t,
W0 k 2a
z t—1, & —x,
(k—1) + u
t—t,

(Der Faktor a in der letzten Gleichung wurde an-
gebracht, damit alle Gleichungen dimensionsgleich
sind.) Setzen wir

k r—x,
so wird
u+ 2a/x 2a
e Bl el 0
bt _’By+u_4:a’ ax_ﬁy—l—u' (35)

Das Gleichungssystem fiir 3, p ist iiberbestimmt,
da k, z, t nur in diesen beiden Kombinationen in
der Homologie-Losung vorkommen. Dies riihrt
daher, daBl die Forderung der Homologie eine
Forderung an die Form der Losung ist — es wird
verlangt, daf} sich die Werte lings &= const nicht
dndern — und nicht jede Losung der hydrodyna-
mischen Gleichungen wird eine Homologie-Losung
sein.

Man kann nun versuchen, das iiberbestimmte
Gleichungssystem nach Methoden der Ausgleichs-
rechnung, die gleich erldutert werden sollen, nach
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den Unbekannten f und y aufzulésen. Auf diese

Weise wird es méglich sein, jeder beliebigen Ver-

teilung ein mittleres k zuzuordnen. Weiterhin kann

man an dem Fehler, den dieses k besitzt, ablesen,

wie genau die untersuchte Lésung einer Homo-

logie-Losung gleichkommt. Zunichst ergibt sich
fiir k£ aus GIl. (34)

1 oy
o= l_ya:J/ﬂ’ ya:zﬁ
Die Ausgleichsrechnung sei hier kurz skizziert.
Haben wir ein Gleichungssystem der Form

Ar = b,

wobei U eine Matrix mit n Spalten und m=n Zeilen
und b ein Vektor mit m Komponenten ist, so kann man
dieses durch Multiplizieren mit YT auf n Gleichungen
fiir ¢ reduzieren

(36)

I = (ATA)~* ATH.
Der Fehler o;, den man dabei begeht, betrigt, wenn
wir R = bb — ATHT
definieren,

o2 = R (ATYA);; .
Nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz ergibt sich fiir o,

2 [ Oh )2 (61:)2 kA J 2 j/z'zl
02=0, \—)| +0op* 5| = =10, + 02—
o= () + o lG) = [t o 5]

Ferner wiare nach demselben Gesetz

.. S .
73;*.76)/ ~7A‘L.'

Dieser Fehler schien uns aber zu groB3, da es sich hier
ja nicht um rein statistische, sondern um systema-
tische Abweichungen handelt. Wir setzten daher plau-
siblerweise an

v
0y, = 20, ——,
Yz y

indem wir uns sagten, daf3 der Fehler, der durch das
Vorkommen von y in Gl. (36) gemacht wird, gewisser-
maflen zweimal gemacht wird, da y zweimal in den
Gleichungen auftritt. Der Faktor y,/y mull aus Di-
mensionsgriinden hinzugefiigt werden. Man erhalt

dann
v (5 ]

Um die gerade abgeleitete Formel anwenden zu kon-
nen, ist es notig, zweite Ableitungen zu bilden. Da
sich bei numerischen Rechnungen kleinere Schwan-
kungen nur schwer vermeiden lassen, war es notig, die
Werte von u, 8 und a vorher zu glitten. Zu diesem
Zweck legten wir durch je finf Punkte eine einfache
Parabel, die so bestimmt wurde, dal das Abweichungs-
quadrat von dieser Parabel ein Minimum wird. (For-
meln: vgl. z. B. Willers: Praktische Methoden der
Analysis.)

Um diese Glattungsformeln einfach anwenden zu
konnen, und auch um eine bessere Ubersicht iiber den
Verlauf der Funktionen fur konstante Zeiten zu ge-

(37)
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winnen, wurde die nach der Methode des vorigen Ab-
schnitts gewonnene Losung durch lineare Interpola-
tion auf konstante z-Abstiande gebracht. Auflerdem
wurden noch die Werte p, o und 7' berechnet. Der
MaBstab in & wurde so normiert, da3 der Abfall an
der Front fiir v immer derselbe war. Dies wurde ein-
fach dadurch erreicht, daB man die Stelle, an der w
auf 2/, abgefallen war, immer an die gleiche Stelle
(x =1) brachte. Der Verlauf von u ist nach langerer Zeit
nahezu linear, da wir uns dann meist in der Nahe von
k=5/13 befinden, und dort verschwindet, wenigstens
in der Nahe der Front, die zweite Ableitung von
nach dem Ort!.

Ferner kann man noch aus der zeitlichen Ande-
rung der Entropie an der Front ein k; bestimmen.
Man erhilt aus Gl. (31)

1 (8)2

ke=—5 >

(38)

wobei der Punkt hier die zeitliche Ableitung lings
der Front bedeutet.

V. Gerechnete Beispiele

1. Erwartung und Auswahl

Das Ziel der Arbeit ist die Untersuchung, ob und
wie weit sich beliebig vorgegebene Anfangsvertei-
lungen im Laufe der Zeit Homologie-Losungen an-
gleichen. — Dabei ist zundchst die Frage, bei wel-
chem Typ von Anfangsverteilung wir dies iiber-
haupt erwarten konnen; denn schlieflich kann
jeder beliebige zeitliche Frontverlauf durch eine
entsprechend gewihlte Anfangsverteilung erzwun-
gen werden.

Anschaulich beschrieben ist nun eine Homo-
logie-Losung eine Verteilung, die mit wachsender
Zeit nur die MaBstibe ihrer Skalen, nicht aber ihre
Form andert, die also zu sich selbst dhnlich bleibt.
— D. h. aus dem Verlauf zu einer Zeit erhalte ich
durch eine lineare Skalentransformation den Ver-
lauf zu einer anderen Zeit.

Es konnte zwar nicht mathematisch prézisiert
werden, erschien aber einleuchtend, daf} solche
konstanten Verhiltnisse sich aus beliebigen An-
fangsverteilungen (falls iiberhaupt) nur dann ein-
spielen konnen, wenn auch das riickwartige Ge-
biet weitgehend durch die Front allein bestimmt
ist, d. h. wenn weit hinten kein wesentlicher Im-
pulsnachschub vorhanden ist. Lassen wir z. B. die
Geschwindigkeit hinter der Front stark ansteigen,
so wird der zeitliche Verlauf der Front sehr stark
von der Art dieses Anstieges abhingen. Lassen
wir dagegen die Geschwindigkeit hinter der Front
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stark abfallen, so wird aus diesem schnell von der
Front wegfliegenden Bereich nur wenig Einflu$}
an die Front gelangen kénnen, so da8 der zeitliche
Verlauf der Front von der Art dieses Abfalles nur
wenig abhingen wird. Und dhnlich verhilt es sich
mit Anstieg oder Abfall von Dichte und Tempe-
ratur.

i
10
; E\’~\/ ’
6 ]
T 4 l
A 2 :
5 43 21 05 =1 0 gt 2L
= az’\' g
!
T=const. 7[‘5
u 8 b)
6
[
2
J 2 1 -2 -1
= log t—
]
© =T =const. /,I*G
81 ¢)
4 6
'S /\/\/\—
2
3 2 1 -2 T s

—X

Abb. 5. Drei willkiirlich gew#hlte Anfangsverteilun-
gen. Rechts: der jeweilige zeitliche Verlauf des Homo-
logie-Parameters k langs der Front.

Alle gerechneten Beispiele sind also so ausgewihlt,
daB der Impulsnachschub auf irgendeine Weise nach
hinten praktisch begrenzt ist: durch einen steilen Ab-
fall von Geschwindigkeit, Dichte oder Temperatur.
Innerhalb dieser einen Bedingung wurden die Beispiele
jedoch moglichst verschieden gewihlt, wie aus den
linken Seiten der Abb. 5 bis 8 zu ersehen ist. (Ledig-
lich bei der Temperatur wurde ein zu steiler Abfall
vermieden, um die Bildung weiterer Stoffronten im
riickwartigen Gebiet zu verhindern.) Angewandt hei3t
dies: wir lassen in ein ruhendes Gas eine einzelne
‘Wolke hineinlaufen, die hinten irgendwie ,,zu Ende‘
ist, hinter der keine weitere Wolke ,,nachschiebt‘‘.

2. Der Verlauf der Front

Fir die Frage des Sichanschmiegens an eine
Homologie-Losung betrachten wir zundchst nur
den Frontverlauf. Bezeichnen wir mit s¢(¢) die En-
tropie direkt hinter der Front in Abhéngigkeit von
der Zeit, so kann man nach Formel (38) jedem
Frontverlauf formal einen Homologie-Parameter &
zuordnen:

K. HAIN UND S.v. HOERNER

1 (5)?
k(t) =5 5,
wobei Homologie bedeuten wiirde £ (¢) = const.

Abb. 5 zeigt links drei willkiirlich gewihlte An-
fangsverteilungen, und rechts ist der jeweilige Ver-
lauf von % lings der Front iiber dem Logarithmus
der Zeit aufgetragen. Das Ergebnis lautet: nach
anfianglichen starken Schwankungen spielt sich &
auf einen etwa konstanten Wert ein, und zwar in
allen drei Fillen auf den gleichen Wert von rund
0,4. Eine Diskussion der Rechengenauigkeit zeigte,
daf} die dann noch verbleibenden kleineren Schwan-
kungen von k innerhalb der Rechenfehler liegen
(zweimaliges Differenzieren von s!) und somit nicht
reell zu sein brauchen.

Qs—=

X I/
U i a)
7 5
2 ,,’ 4 ;
/ , : "J:
B @ ! 2 . Iagtb—-
L
T 10
7 “\ u 8 b
6
¥ L /J\
r2
J 2 1 = =
—x 2 1 log pa_.
‘/\/\\i‘
-1
log IU——~

Abb. 6. Als Anfangsverteilungen drei Homologie-Ver-

teilungen mit £ =0,1,0,3 u. 0,9, die vor ihrem Abbiegen

in die Singularitédt (gestrichelt) willkiirlich fortgesetzt
wurden.

Drei weitere Anfangsverteilungen zeigt Abb. 6.
Es wurden hier Homologie-Verteilungen gewéhlt,
die in der Nihe ihrer Singularitit (gestrichelt)
willkiirlich, aber wiederum abfallend fortgesetzt
wurden. Die Verteilungen der Abb. 6a, b und c
gehéren zu den k-Werten: 0,1, 0,3 und 0,9. — Diese
drei Werte muB3 nun auch das lings der Front be-
rechnete k() haben, solange nur die Charakteristi-
ken des homologen Teiles der Anfangsverteilungen
in die Front einlaufen. An den im ersten Teil der
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Kurven k(t) auftretenden Schwankungen ist somit
die Rechengenauigkeit direkt abzulesen. Es folgt
ein Ubergangsbereich mit stark variablem %, und
wiederum ein Sich-einspielen auf etwa den gleichen
k-Wert wie bei Abb. 5, der dann sehr lange Zeit
(logarithmische Skala!) beinahe konstant bleibt.
Alle sechs gerechneten Beispiele schmiegen sich
also in ihrem Frontverlauf einer Homologie-Lo-
sung an, und zwar alle der gleichen Homologie-
Loésung, obwohl die sechs Anfangsverteilungen
vollig verschieden gewihlt waren. Fiir dieses sich
einstellende % erhalten wir durch Mittelbildung:

ke = 0,39 + 0,01. (39)

Die nichsten beiden Anfangsverteilungen (Abb.
7) stellen die Homologie-Loésung £=0,39 dar mit
zwei verschiedenen Stérungen der Dichte. Solange
die Charakteristiken des kurzen, rein homologen
Teiles in die Front laufen, ist dort natiirlich auch
k=0,39. Nach einer starken Stérung des Front-
verlaufes spielt sich aber wieder das gleiche k ein.

&
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Abb. 7. Die Homologie-Verteilung k=0,39 mit zwei
verschiedenen Dichtestorungen als Anfangsverteilung.

Als nichstes wire nun die Frage zu beantwor-
ten: bleibt dieses sich stets einstellende %k auch
wirklich weiterhin konstant ? Oder steigt es z. B.
nach lingerer Zeit ganz langsam monoton an ?

Andererseits miissen wir in der «, {-Ebene stets eine
Flache berechnen, so daBl der Rechenaufwand qua-
dratisch mit der Zeit anwichst. Um die Rechnungen
soweit durchzufiihren wie bisher, brauchten wir be-
reits etwa 500 Punkte der z, {-Ebene fiir jede An-
fangsverteilung und (einschlieBlich aller Auswertun-
gen) etwa 400 einzelne Rechenoperationen fiir jeden
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Punkt. Eine wesentliche VergroBerung des Rechen-
aufwandes wiirde somit die Kapazitat der ,,G 1¢ iiber-
steigen. — Nun wissen wir aber bereits, dal k¥ lange
Zeit etwa konstant bleibt. D. h., dal wir einen weiten
Bereich der z, {-Ebene niherungsweise als homolog
betrachten kénnen und nicht erst zu berechnen brau-
chen. Wir wihlen also in Abb. 8 als Ausgangsvertei-
lung die Homologie-Lisung mit k= 0,39, die wir kurz
vor ihrer Singularitit willkiirlich (aber wiederum ab-
fallend) fortsetzen. Durch ein Umrechnungsverfahren
erhalten wir aus den Losungen von Hiafele? die letzte
noch homologe Charakteristik, an die wir nun die Be-
rechnung des gestorten Teiles anschlieBen. — Man wird
erwarten konnen, daB dies Verfahren bei ertraglichem
Rechenaufwand doch ndherungsweise die gestellte
Frage des Verhaltens nach sehr langer Zeit beantworten
kann.
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Abb. 8. Als Anfangsverteilung die Homologie-Vertei-

lung £=0,39, dicht vor ihrer Singularitiat willkurlich

fortgesetzt. Rechts: der Frontverlauf von k£, nachdem
die Storung die Front erreicht hat.

Der rechte Teil der Abb. 8 zeigt, daB sich an der
Front nach dem Durchlaufen einer kleinen Stérung
auch hier wieder etwa k=0,39 einstellt und kon-
stant bleibt. Es erscheint somit als recht gut ge-
sichert, daB3 dieser sich stets einstellende Wert von
k weiterhin zeitlich unverandert bleibt. Ein ver-
bleibendes schwaches Pendeln um einen festen
Wert herum kann bei der vorliegenden Rechen-
genauigkeit allerdings weder bestatigt noch aus-
geschlossen werden.

3. Der riickwértige Bereich

Um den Verlauf von Dichte, Geschwindigkeit
und Temperatur zu verschiedenen Zeiten mit-
einander vergleichen und auf Homologie (d. h.
Ahnlichkeit) priifen zu kénnen, fithrten wir eine
Normierung ein, indem wir alle Gr6en durch ihre
Frontwerte dividierten. Der Nullpunkt der =-
Skala wurde an die Front gelegt und die Skala
selbst so normiert, dal bei x=1 die Geschwindig-
keit gerade auf 2/, ihres Frontwertes abgefallen ist.

Fiir die Anfangsverteilung der Abb. 5a zeigt
Abb. 9, dall auch im riickwértigen Bereich sich
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konstante Verhiltnisse einspielen. Geschwindig-
keit, Druck und Temperatur schmiegen sich mit
wachsender Zeit einer endgiiltigen Verteilung an,
fir die wir probeweise die Homologie-Lisung
k=0,39 einzeichneten*. — Das gleiche asymptoti-
sche Verhalten zeigten auch alle iibrigen gerech-
neten Beispiele.
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Abb. 9. Geschwindigkeit, Dichte und Temperatur

néhern sich mit wachsender Zeit der Homologie-Ver-

teilung ©=0,39 an. Ausgangsverteilung ist die der
Abb. 5a.

K. HAIN UND S.v. HOERNER

In Abschnitt IV schilderten wir ein Verfahren,
nach dem wir jedem Punkt der z, ¢-Ebene ein
k(x,t) zuordnen kénnen. Der Fehler ¢ (z,t) ist da-
bei ein Maf} dafiir, wie stark die Abweichung der
Verteilung von einer Homologie-Losung ist. Fiir
die Anfangsverteilung der Abb. 6b sehen wir in
Abb. 10 den Verlauf von k. Die Verteilung 6b war

0.25-t, 796
/5_35 U,5~’<
7 095

0.2
to,1
—X
2 5 6 5 & 2 7 8 05 bk 2y

Abb. 10. Konstantwerden von %k im riuckwéartigen Be-
reich fiir die Anfangsverteilung der Abb. 6b.

eine heterolog fortgesetzte Homologie-Verteilung
mit £=0,3. Also miissen wir fiir =0 und kleine
xz-Werte k(x,0)=0,3 erhalten. Der Verlauf fiir
grofere z-Werte entspricht dann der heterologen
Fortsetzung. Dabei war ¢ fiir kleine x etwa 1—29
(Rechengenauigkeit nach Auswertung), um dann
schnell bis iiber 1009, anzusteigen. — Der Verlauf
der anderen Kurven zeigt, dal ¥ mit wachsender
Zeit die Tendenz hat, konstant zu werden. Alle
iibrigen Rechenbeispiele verhalten sich ebenso.
Das verbleibende schwache Pendeln liegt wieder
innerhalb der Rechengenauigkeit; auch fiir diese
k-Auswertung muflte zweimal differenziert werden.

Ok

t 100%
t 9
R 0%
o i 1%

01%
0
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Abb. 11. Der iiber alle Rechenbeispiele gemittelte Ver-
lauf von o(x,¢t) zu den durch (40) definierten Zeit-
punkten.

Einen iiber alle gerechneten Beispiele gemittel-
ten Verlauf von ¢ zeigt Abb. 11. Dabei wurden die
Zeiten t;, t, und ¢, aus den rechten Seiten der
Abb. 5 bis 10 folgendermaflen festgelegt:

t, = Zeit des groBten Ausschlages von kg, l
t, = Zeit des Erreichens von k¢ = 0,39, ‘ (40)

t, = moglichst spiter Zeitpunkt, ~ 5 -4,.

* Bis dicht vor ihrer Singularitiat ist diese Losung
von der spiater gefundenen singuldren Losung prak-
tisch nicht verschieden.
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Wir sehen aus Abb. 11, daB die Darstellbarkeit
durch eine Homologie-Losung fiir jeden Zeitpunkt
mit wachsender Frontentfernung abnimmt und
fiir feste Frontentfernung mit wachsender Zeit zu-
nimmt.

Fiir alle vorhandenen und geniigend weit hinter
t, liegenden Zeiten wurde £ gemittelt, aber nur
so weit in z-Richtung, als die jeweiligen o-Werte
kleiner als 19, waren. Es ergab sich

k = 0,390 + 0,006. (41)

Der Bereich, aus dem dieses k& bestimmt wurde,
liegt zwischen x=0,4 und etwa xz=1,3, und die
Ubereinstimmung mit (39) ist gut.

4. Das Gebiet sehr weit hinten

Die Ergebnisse des bisherigen Teiles konnten
wir so darstellen, daBl der Frontverlauf und das
anschliefende Gebiet sich stets einer Homologie-
Lésung mit £=0,39 mit wachsender Zeit an-
schmiegen. Andererseits schien aus den Arbeiten
v. Weizsidckers! und Héfeles? hervorzugehen, daf3
jede Homologie-Losung (auBler der stationiren)
eine Singularitit bei endlichem x besitzt. Fiir
k=0,39 besteht die Singularitat in einer Umkehr-
kante, die mit unserer Normierung der z-Skala bei
z=3,9 liegt. Es ist also nun die Frage zu beant-
worten, wie die sich einspielende Verteilung fiir
diese Stelle und gréBere z-Werte aussieht.

Die Schwierigkeit des quadratisch in ¢ anwachsen-
den Rechenaufwandes wurde schon in Abschn. 2 dis-
kutiert, wir legen also auch fiur diese Frage die Aus-
gangsverteilung der Abb.8 zugrunde. In Abb. 12
sehen wir die sich einspielende Verteilung von u, g, 7'
uber einem weiten Bereich der xz-Skala aufgetragen.
Um zu zeigen, dall sich die Verteilung bereits fertig
eingespielt hat, haben wir zwei Zeitschnitte eingezeich-
net, die sich in der Zeit um etwa einen Faktor zwei
unterscheiden: {=8,9 und ¢=16,9. Zum Vergleich: bei
t=15,6 wird die Front von der ersten Charakteristik
der heterologen Fortsetzung der Ausgangsverteilung
erreicht. — Da wir die Schrittweite groBer als bisher
wahlen muBten, ist die Rechengenauigkeit etwas
herabgesetzt, die Unterschiede beider Zeitschnitte so-
wie die leichte Welligkeit der Kurven sind damit zu
erkliren. — Da die Dichte fiir grofie « sehr klein wird,
wurde auch log ¢ aufgetragen, um beide Zeitschnitte
noch unterscheiden zu kénnen.

Abb. 12 zeigt uns nun, daB sich tatsdchlich auch
fiir groBe # eine Art endgiiltiger Verteilung ein-
gespielt hat. Vielleicht am auffallendsten ist der
praktisch geradlinige Verlauf der Geschwindigkeit
itber den ganzen Bereich hinweg, wihrend sich fiir
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alle anderen GroBen (Dichte, Temperatur, Druck,
Schallgeschwindigkeit, Entropie) keine derart ein-
fache Darstellung ergab2.

Diese sich einspielende Verteilung erfiillt alle For-
derungen der Homologie und zeigt doch keinerlei
Ansatz zu Singularititen, im Gegensatz zur bis-
herigen Meinung iiber Homologie-Losungen.
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Abb. 12. Der weitere Verlauf der sich einspielendenVer-

teilung fiir zwei Zeitabschnitte der Anfangsverteilung

von Abb. 8. ...... t=16,9, ++++++ t=8,9. Zum

Vergleich dick eingezeichnet die singulare Homologie-
Losung k,=0,38927.

5. Die singuldre Losung

Ausgehend von diesem Widerspruch wurde das
Problem der Homologie erneut aufgegriffen. Héfele
fand, daB3 bei der fritheren Diskussion eine singu-
lare Losung der Homologie-Gleichungen iibersehen
worden war, die durch zwei singuldre Punkte der
Differentialgleichung geht. Und nur lings dieser
einen Losung sind die Werte von Geschwindigkeit,
Dichte und Temperatur stets regulér fiir endliches
z. Erst fiir z— oo geht die Temperatur nach unend-
lich, Druck und Dichte dagegen nach null. Der
hierzu gehérige ,, kritische Wert %, des Homologie-

12 7. B. gilt fiir die nach Abschn. 3 normierten
GroBen in guter Naherung:

o= @1+ a3)7% p="¥L
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Parameters £ wurde von Hifele durch umfang-
reiche numerische Rechnung zu

ko = 0,38927 (42)

ermittelt; in der Umgebung von k, d4ndern die Lo-
sungen unstetig ihren Typus. Die gelegentlich zum
Vergleich benutzte Losung fiir £ =0,39 stimmt bis
dicht vor ihrer Singularitdt mit der singuldren Lo-
sung praktisch iiberein.

Eine ausfiihrliche Darstellung ist von Héfele vor-
gesehen. Hier wollen wir zum Vergleich nur diese
singulédre Losung in Abb. 12 mit einzeichnen. Wir
sehen, daf} sie mit unserer sich stets einspielenden
Loésung innerhalb von deren (hier, wie schon er-
wiahnt, besonders groflen) Fehlergrenzen iiberein-
stimmt, so dal wir beide miteinander identifizieren
wollen.

Zusammengefafit lautet das Ergebnis der nume-
rischen Rechnung: Lassen wir eine Wolke endlicher
Ausdehnung (ohne weiteren Impulsnachschub da-
hinter) in ein ruhendes Gas konstanter Dichte und
zu vernachlissigender Temperatur hineinlaufen, so
spielt sich!3 nach einiger Zeit hinter der StoBfront
eine endgiiltige Verteilung ein, und zwar die inzwi-
schen von Héafele gefundene singulire Lésung
der Homologie-Gleichungen.

13 Falls die Anfangsverteilung so gewihlt wurde,
daB sich hinter der Front keine neuen Fronten aus-
bilden.

14 Fir die mathematische Durchfithrung ist dabei
vorteilhaft, daBl fir einen stets linearen Verlauf der
Geschwindigkeit die vollstdndigen Losungen der Euler-
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Zum Verstindnis der Struktur dieser Losung
konnte vielleicht die Annahme beitragen, daB bei
derartigen Abstromvorgingen der nahezu lineare
Verlauf der Geschwindigkeit dasjenige ist, was sich
primér einstellt!4. Beispielsweise kann man einer
Arbeit von Burgers!® entnehmen, daf} sich eben-
falls ein linearer Verlauf der Geschwindigkeit ein-
stellt, wenn man ein ruhendes Gas konstanter En-
tropie und Dichte plotzlich ins Vakuum abstrémen
1aBt. Weiterhin kann man zeigen, daf} fiir diesen
isentropen Fall der Homologie-Ansatz nur eine ein-
zige Losung besitzt: eben dieses lineare Abstro-
men. —

Weiterhin zeigte v. Hagenow in Diskussions-
beitrigen, dafl die Forderung, ,.eine sich einspie-
lende Verteilung solle nach langer Zeit keinerlei
MaBstibe mehr auszeichnen®, gerade auf eine li-
neare Geschwindigkeitsverteilung fiihrt.

Beide Ansitze sollen aber hier nicht weiter fort-
gefithrt werden und bleiben eventuell einer spite-
ren Arbeit vorbehalten.

Die Verfasser danken Herrn Prof. v. Weizsacker
fiir die Anregung zu dieser Arbeit und zahlreiche wert-
volle Diskussionen.

schen Gleichungen sich explizit angeben lassen. Die
durch FuBnote 12 gegebenen Beziehungen sind Unter-
gruppen dieser Losungen.

15 Burgers und weitere Literaturangaben bei
D. C. Pack, Monthly Notices 113, 43 [1953].



